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概述

微积分是高等数学的重要组成部分，涵盖函数的极限、连续性、导数、积分等核心内容，是理解数学分

析和应用数学的基石。本节将重点介绍微积分的第一节内容——极限与连续性。掌握极限与连续性的基本概

念、计算方法及其理论意义，是学习后续导数和积分的必要前提。

学习目标包括：

理解极限的概念及其计算方法

掌握函数连续性的定义与判定方法

掌握极限与连续性之间的关系

通过典型例题熟练应用极限与连续性知识

核心概念

极限

极限是研究函数在某一点附近的行为的数学工具。通俗来说，函数的极限描述的是当自变量无限接近某

一点时，函数值趋近于某个确定数的性质。

函数极限的定义：给定函数f(x)，若当x趋近于某值a时，f(x)趋近于L，即对于任意小的正数ε，都存

在一个正数δ，使得当0 < |x - a| < δ时，|f(x) - L| < ε，则称L为f(x)在x→a时的极限，记作lim_{x→a} f(x)

= L。

左极限与右极限：函数在某点处的左极限是指x从该点左侧趋近时的极限，右极限是指x从右侧趋近

时的极限。若左极限与右极限相等，则极限存在。

连续性

连续性是函数性质的重要指标，描述函数图像是否存在“断点”。函数在某点连续，意味着函数值与极限

值相等，且函数值存在。

函数连续的定义：函数f(x)在点x = a连续，当且仅当满足：



1. f(a)存在

2. 极限lim_{x→a} f(x)存在

3. 极限值等于函数值，即lim_{x→a} f(x) = f(a)

连续函数的分类：包括初等连续函数、分段连续函数、间断点类型等。

原理分析

极限的理论基础

极限的定义基于ε-δ语言，严格阐述了“趋近”的数学意义。极限的存在反映了函数在某点“趋稳”的趋势，

而非函数值本身。

极限的计算通常利用代数变形、因式分解、分子分母有理化、洛必达法则和夹逼定理等方法。理解这些

工具的原理能帮助灵活解决极限问题。

连续性与极限的关系

连续性本质上是极限的一种特殊情况，函数在点a连续意味着极限存在且与函数值相等。若极限不存在或

不等于函数值，则不连续。

函数的连续性保证了函数图像的连贯性，是导数和积分存在的前提条件。函数的不连续点称为间断点，

间断点类型包括可去间断、跳跃间断和无穷间断。

详细内容

1. 极限的定义与性质

极限的正式定义使用ε-δ语言，确保理解“函数值无限接近极限值”的严谨性。掌握极限的四大性质：

唯一性：极限值唯一

有界性：极限存在的函数值在极限附近有界

保号性：极限附近函数值符号保持不变

四则运算法则：极限的加减乘除运算规则

此外，学习夹逼定理（夹挤定理），利用两函数夹逼一个函数求极限。

2. 计算极限的常用方法

直接代入法：当x→a且f(a)存在时，直接代入计算极限。



因式分解法：利用多项式因式分解消除不定式。

有理化法：对根式表达式进行有理化，消除根号。

洛必达法则：当极限呈现0/0或∞/∞不定形时，通过求导计算极限。

无穷大与无穷小的比较：利用无穷小量的等价替换简化计算。

3. 左极限与右极限

详细介绍左极限和右极限的定义及计算方法，讲解它们在判断极限存在性上的作用。强调极限存在的条

件是左、右极限相等。

4. 函数的连续性

连续的三条件：函数值存在、极限存在且两者相等。

连续函数的性质：闭区间上的连续函数有界且达最大最小值；介值定理等。

间断点分类：

可去间断点：极限存在但函数值不等于极限或函数值不存在

跳跃间断点：左右极限存在但不相等

无穷间断点：极限不存在

5. 复合函数与分段函数的极限与连续性

讲解如何求复合函数的极限，利用极限的运算法则和函数连续性判断复合函数的连续性。分析分段函数

的连续性判断方法，强调分段点的连续性判定。

实例分析

实例1：计算极限lim_{x→2} (x^2 - 4)/(x - 2)

背景：该极限表达式在x=2处呈现0/0不定形

分析：因式分解分子为(x-2)(x+2)，约去(x-2)，得到lim_{x→2} x+2 = 4

结论：极限存在且等于4

实例2：判断函数f(x) = { x^2, x < 1; 2x + 1, x ≥ 1 }在x=1处是否连续

背景：分段函数，需考察分段点连续性

分析：



左极限lim_{x→1^-} f(x) = 1^2 = 1

右极限lim_{x→1^+} f(x) = 2 * 1 + 1 = 3

函数值f(1) = 3

结论：左右极限不等，函数在x=1处不连续，为跳跃间断点

实例3：利用夹逼定理计算lim_{x→0} x^2 sin(1/x)

背景：函数x^2 sin(1/x)在x=0处难以直接计算极限

分析：

因为-1 ≤ sin(1/x) ≤ 1，故 -x^2 ≤ x^2 sin(1/x) ≤ x^2

两边极限均为0，故根据夹逼定理，极限为0

结论：lim_{x→0} x^2 sin(1/x) = 0

常见误区

1. 误区：极限值等于函数值才算极限存在。

纠正：极限存在与函数值存在是两个不同概念，极限是函数值趋近的趋势，函数值可不存在极限仍

存在。

2. 误区：左右极限不相等，极限仍然存在。

纠正：极限存在必须左右极限相等。

3. 误区：函数连续即函数图像没有任何断点。

纠正：连续函数在定义域内无间断点，但分段函数需在分界点判断连续性。

4. 误区：极限计算时直接代入所有情况都有效。

纠正：代入法仅适用于函数在该点有定义且连续的情况，遇到不定式需用其他方法。

5. 误区：忽略极限存在的唯一性。

纠正：极限值唯一，不可能有多个不同极限。

应用场景

工程学：分析物理量变化趋势，如速度、加速度的瞬时变化。

经济学：研究边际效应、收益递减趋势，函数连续性反映经济模型的稳定性。

计算机图形学：曲线和曲面光滑处理，连续性保证视觉自然。



物理学：描述连续介质理论，函数连续性是描述物理量连续分布的基础。

统计学：概率密度函数的连续性影响概率计算与模型拟合。

知识拓展

无穷小与无穷大的极限：深入理解无穷小量的比较及其在极限计算中的应用。

初等函数极限公式：掌握常见的极限公式和等价无穷小替换。

极限的拓展概念：如无穷远处的极限、无穷大极限等。

连续函数的高级性质：如一致连续、可微性与连续性的关系。

多元函数极限与连续：初步了解多元函数的极限概念及连续性的复杂性。

总结回顾

本节内容系统介绍了微积分的基础知识——极限与连续性。通过对极限的严谨定义与性质的全面解析，

帮助考生掌握如何判断和计算极限。随后，介绍了函数连续性的定义、分类及判定标准，强调极限与连续性

的内在联系。通过典型实例，巩固了理论知识的应用能力。常见误区的剖析提醒考生避免理解偏差，确保复

习的准确性。最后结合实际应用场景和知识拓展，提升考生对微积分基础理论的整体把握，为后续学习导数

和积分奠定坚实基础。

微积分的学习需要理论与实践相结合，建议考生多做习题，理解其数学思想，逐步建立数学分析的逻辑

体系。祝你学习进步，顺利通过专升本高等数学考试！

重点知识点

1. 极限的ε-δ定义及其计算方法

2. 函数极限的唯一性和四则运算法则

3. 左极限、右极限与极限存在的关系

4. 函数连续性的三条件及间断点分类

5. 夹逼定理和洛必达法则的应用

6. 分段函数和复合函数的极限与连续性判断

7. 极限与连续性在实际中的重要应用

8. 常见极限计算误区及纠正方法

9. 连续函数的性质及其数学意义



10. 极限与连续性为导数和积分奠定基础
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